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环境状态完全可观测：构建马尔科夫决策过程来描述RL问题

环境状态不完全可观测：结合自身对环境的历史观测数据来构建一个近似完全可
观测环境的描述

强化学习问题→马尔科夫决策过程

环境环境状态动力学特征
状态序列
即时奖励

交 互

求解RL问题：最大化累积奖励
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◼ 马尔科夫性（Markov property）：
一个时序过程中，若t+1时刻的状态只取决于t时刻的状态𝑆𝑡，而与之前的任何
状态都无关时，认为t时刻的状态𝑆𝑡具有马尔科夫性

◼ 马尔科夫过程（Markov process）
过程中的每一个状态都具有马尔科夫性，则这个过程具备马尔科夫性。
又称马尔科夫链

描述：< 𝑆, 𝑃 >， 𝑆是有限数量的状态集， 𝑃是状态转移概率矩阵

𝑃𝑠𝑠′ = ℙ[𝑆𝑡+1 = 𝑠′|𝑆𝑡 = 𝑠]
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𝑃𝑠𝑠′定义了从任意一个状态𝑠到其所有后继状态𝑠′的状态转移概率：

𝑃 = 𝑓𝑟𝑜𝑚
𝑃11 ⋯ 𝑃1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑃𝑛1 ⋯ 𝑃𝑛𝑛

◼ 采样（sample）：
从符合马尔科夫过程给定的状态转移概率矩阵生成一个状态序列的过程

◼ 状态序列（episode）：
采样得到的一系列的状态转换过程
状态序列最后一个状态是终止状态时，称为完整的状态序列（compete episode）

to
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马尔科夫奖励过程（Markov reward process，MRP）

把奖励反馈考虑进马尔科夫过程，则称为马尔科夫奖励过程

描述：< 𝑆, 𝑃, 𝑅, 𝛾 >

 𝑆是一个有限状态集

 𝑃是集合中状态转移概率矩阵：𝑃𝑠𝑠′ = ℙ[𝑆𝑡+1 = 𝑠′|𝑆𝑡 = 𝑠]

 𝑅是一个奖励函数：𝑅𝑠 = 𝔼[𝑅𝑡+1|𝑆𝑡 = 𝑠]

 𝛾是一个衰减因子：𝛾 ∈ [0,1]
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◼ 收获/回报（return）
是一个MRP过程中从某一个状态𝑆𝑡开始采样直到终止状态时所有奖励的有衰减
的和

𝐺𝑡 = 𝑅𝑡+1 + 𝛾𝑅𝑡+2 +⋯ = ෍

𝑘=0

∞

𝛾𝑘𝑅𝑡+𝑘+1

 计算某一状态到结束状态的累积奖励

 引入衰减系数𝛾使得后续某一状态对当前状态的贡献小于其奖励

 𝛾取0：当前状态的收获即为当前状态获得的奖励，“短视”

 𝛾取1：考虑后续所有状态，“长远眼光”
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◼ 价值（value）
MRP中状态收获的期望

𝑣 𝑠 = 𝔼[𝐺𝑡|𝑆𝑡 = 𝑠]
 价值函数（value function）

建立了从状态到价值的映射，给定一个状态能够得到该状态对应的价值

 将价值函数中的收获𝐺𝑡按照定义展开：
𝑣 𝑠 = 𝔼 𝐺𝑡 𝑆𝑡 = 𝑠

= 𝔼 𝑅𝑡+1 + 𝛾𝑅𝑡+2 + 𝛾2𝑅𝑡+3 +⋯ 𝑆𝑡 = 𝑠
= 𝔼 𝑅𝑡+1 + 𝛾 𝑅𝑡+2 + 𝛾𝑅𝑡+3 +⋯ 𝑆𝑡 = 𝑠
= 𝔼 𝑅𝑡+1 + 𝛾𝑣 𝑆𝑡+1 𝑆𝑡 = 𝑠

用𝑠′表示𝑠状态下一时刻任一可能的状态：

𝑣 𝑠 = 𝑅𝑠 + 𝛾෍

𝑠′∈𝑆

𝑃𝑠𝑠′𝑣(𝑠′)

𝑣 𝑠 ← 𝑠

𝑣 𝑠′ ← 𝑠′

𝑟
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◼ 贝尔曼方程（Bellman equation）
一个状态的价值由该状态的奖励及后续状态价值按概率分布求和并衰减后联合而成

𝑣 𝑠 = 𝑅𝑠 + 𝛾෍

𝑠′∈𝑆

𝑃𝑠𝑠′𝑣(𝑠′)

𝑣 = 𝑅 + 𝛾𝑃𝑣

𝑣(1)
⋮

𝑣(𝑛)
=

𝑅(1)
⋮

𝑅(𝑛)
+ 𝛾

𝑃11 ⋯ 𝑃1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑃𝑛1 ⋯ 𝑃𝑛𝑛

𝑣(1)
⋮

𝑣(𝑛)

理论上，该方程可直接求解：

𝑣 = 1 − 𝛾𝑃 −1𝑅



目录

7/6/2021 东南大学计算机学院万维网数据科学实验室 12

◼ 概述

◼ 马尔科夫过程

◼ 马尔科夫奖励过程

◼ 马尔科夫决策过程

◼ 最优策略



马尔科夫决策过程

7/6/2021 东南大学计算机学院万维网数据科学实验室 13

马尔科夫决策过程（Markov decision process, MDP）

将个体行为的选择考虑进马尔科夫奖励过程中

描述：< 𝑆, 𝐴, 𝑃, 𝑅, 𝛾 >

 𝑆是一个有限状态集

 𝐴是一个有限行为集

 𝑃是集合中基于行为的状态转移概率矩阵：𝑃𝑠𝑠′
𝑎 = 𝔼 𝑅𝑡+1 𝑆𝑡 = 𝑠, 𝐴𝑡 = 𝑎

 𝑅是基于状态和行为的奖励函数：𝑅𝑠
𝑎 = 𝔼 𝑅𝑡+1 𝑆𝑡 = 𝑠, 𝐴𝑡 = 𝑎

 𝛾是一个衰减因子：𝛾 ∈ [0,1]
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◼ 策略（policy）
个体在给定状态下从行为集中选择一个行为的依据称为策略，用𝜋表示
策略𝜋是某一状态下基于行为集合的一个概率分布：

𝜋 𝑎 𝑠 = ℙ 𝐴𝑡 = 𝑎 𝑆𝑡 = 𝑠
 策略仅通过依靠当前状态就可以产生一个个体的行为，与历史状态无关

 策略描述的是个体的行为产生的机制，是不随状态变化而变化的，被认为是静态的

给定一个MDP：𝑀 =< 𝑆, 𝐴, 𝑃, 𝑅, 𝛾 >和一个策略𝜋，对于一个符合MRP< 𝑆, 𝑃𝜋 , 𝑅𝜋, 𝛾 >
的采样𝑆1, 𝑅2, 𝑆2, 𝑅3, …序列来说，该奖励过程需要满足：

𝑃𝑠,𝑠′
𝜋 = ෍

𝑎∈𝐴

𝜋 𝑎 𝑠 𝑃𝑠𝑠′
𝑎 𝑅𝑠

𝜋 = ෍

𝑎∈𝐴

𝜋 𝑎 𝑠 𝑅𝑠
𝑎
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◼ 状态价值函数
价值函数𝑣𝜋(𝑠)是在马尔科夫决策过程下基于策略𝜋的状态价值函数，表示从状
态𝑠开始，遵循当前策略𝜋所获得的收获的期望：

𝑣𝜋 𝑠 = 𝔼[𝐺𝑡|𝑆𝑡 = 𝑠]

◼ 行为价值函数
基于策略𝜋的行为价值函数𝑞𝜋(𝑠, 𝑎)，表示在遵循策略𝜋时，对当前状态𝑠执行某
一具体行为𝑎所能得到的收获的期望：

𝑞𝜋 𝑠, 𝑎 = 𝔼[𝐺𝑡|𝑆𝑡 = 𝑠, 𝐴𝑡 = 𝑎]

贝尔曼期望方程：
𝑣𝜋 𝑠 = 𝔼 𝑅𝑡+1 + 𝛾𝑣𝜋 𝑆𝑡+1 𝑆𝑡 = 𝑠

𝑞𝜋 𝑠, 𝑎 = 𝔼[𝑅𝑡+1 + 𝛾𝑞𝜋(𝑆𝑡+1, 𝐴𝑡+1)|𝑆𝑡 = 𝑠, 𝐴𝑡 = 𝑎]
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 状态的价值𝑣𝜋(𝑠)可以用该状态下所有行为价值𝑞𝜋(𝑠, 𝑎)来表达

𝑣𝜋 𝑠 = ෍

𝑎∈𝐴

𝜋 𝑎 𝑠 𝑞𝜋(𝑠, 𝑎)

 行为价值𝑞𝜋(𝑠, 𝑎)可以用该行为所能到达的后续状态的价值𝑣𝜋(𝑠)来表达

𝑞𝜋 𝑠, 𝑎 = 𝑅𝑠
𝑎 + 𝛾 ෍

𝑠′∈𝑆

𝑃𝑠𝑠′
𝑎 𝑣𝜋(𝑠

′)

组合两式可以获得：

𝑣𝜋 𝑠 = ෍

𝑎∈𝐴

𝜋(𝑎|𝑠)(𝑅𝑠
𝑎 + 𝛾 ෍

𝑠′∈𝑆

𝑃𝑠𝑠′
𝑎 𝑣𝜋 𝑠′ )

𝑞𝜋 𝑠, 𝑎 = 𝑅𝑠
𝑎 + 𝛾 ෍

𝑠′∈𝑆

𝑃𝑠𝑠′
𝑎 ෍

𝑎′∈𝐴

𝜋 𝑎′ 𝑠′ 𝑞𝜋(𝑠
′, 𝑎′)
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强化学习问题的解 → 让个体与环境交互时获得最大收获的最优策略𝜋∗

◼ 最优状态价值函数（optimal value function）
所有策略下产生的众多状态价值函数中的最大者：𝑣∗ = max

𝜋
𝑣𝜋(𝑠)

◼ 最优行为价值函数（optimal action-value function）
所有策略下产生的众多行为价值函数中的最大者：𝑞∗ 𝑠, 𝑎 = max

𝜋
𝑞𝜋(𝑠, 𝑎)

◼ 最优策略（optimal policy）
若对于有限状态集中的任意一个状态𝑠，不等式𝑣𝜋 𝑠 ≥ 𝑣𝜋′(𝑠)成立，策略
𝜋优于𝜋′

对于任何MDP，存在一个最优策略𝜋∗优于或至少不差于所有其他策略



最优策略

7/6/2021 东南大学计算机学院万维网数据科学实验室 19

最优策略可以通过最大化最优行为价值函数𝑞∗(𝑠, 𝑎)来获得：

𝜋∗ 𝑎 𝑠 = ൝
1 如果𝑎 = 𝑎𝑟𝑔max

𝑎∈𝐴
𝑞∗(𝑠, 𝑎)

0 其他情况
 在最优行为价值函数已知时，在某一状态𝑠下，对于行为集里的每个行为𝑎都对应一

个最优行为价值𝑞∗(𝑠, 𝑎)

 最优策略𝜋∗ 𝑎 𝑠 会给予所有最优行为价值中的最大值进行的行为100%的概率

强化学习问题 → 求解最优行为价值函数
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状态价值的最大值由以下贝尔曼最优方程得到：
𝑣∗ 𝑠 = max

𝑎
𝑞∗(𝑠, 𝑎)

 状态的最优价值是该状态下所有行为对应的最优价值的最大值

行为价值的最大值由以下贝尔曼最优方程得到：

𝑞∗ 𝑠, 𝑎 = 𝑅𝑠
𝑎 + 𝛾෍

𝑠′∈𝑆

𝑃𝑠𝑠′
𝑎 𝑣∗(𝑠

′)

即时奖励 状态价值×概率×衰减
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状态的最优价值可以通过其后续可能状态的最优价值计算得到：

𝑣∗ 𝑠 = max
𝑎

(𝑅𝑠
𝑎 + 𝛾 ෍

𝑠′∈𝑆

𝑃𝑠𝑠′
𝑎 𝑣∗(𝑠

′′))

最优行为价值函数可以由后续的最优行为价值函数来计算得到：

𝑞∗ 𝑠, 𝑎 = 𝑅𝑠
𝑎 + 𝛾 ෍

𝑠′∈𝑆

𝑃𝑠𝑠′
𝑎 max

𝑎′
𝑞∗(𝑠

′, 𝑎′)

迭代法：价值迭代、策略迭代、Q学习、Sarsa学习等
函数逼近：线性函数逼近/非线性函数逼近（深度神经网络）



总结

◼ 利用马尔科夫决策过程为强化学习问题建模

◼ 将决策的奖励反馈考虑进马尔科夫过程则构成MRP

将个体行为考虑进MRP则构成MDP

◼ 最优策略中将强化学习问题转化成最优行为价值函数的求解
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